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摘       要 

多重比較（multiple comparisons）在實務上的應用非常廣泛，但是，

過去的研究大多著眼於連續型的資料，本文則針對具共變數

（covariates）的離散型反應變數，進行多重比較。本文建議就不同處

理組的資料分別配適廣義線性迴歸模型，然後建立成對廣義線性模型

差異之聯合信賴束，其中建立信賴束所需之臨界值將用模擬方法獲

得。本文分別就二元資料及計數資料討論此種多重比較的建立。最後

以兩個實例說明本文所提方法的應用。 
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第一章  緒論 

多重比較（multiple comparisons）的研究大多是針對各組平均數

的比較而言，目的在研究不同組別的平均數是否有統計檢定的顯著

性，或是研究不同組別平均數差異的信賴區間。典型的比較有所有成

對比較 ( all pairwise comparisons，簡記為 MCA )，多對一比較( many 

to one comparisons，簡記為 MCC )和相鄰組的比較（adjacent-group 

comparisons，簡記為 MCG）。這方面的研究已經有許多學者專家提出

各種有母數或是無母數的方法（Hochberg and Tamhane, 1987 and Hsu, 

1996）。 

Royen (1990)在多重比較方法方面提出新的想法，針對多組簡單

迴歸直線進行多重比較。在他的多重比較方法中只有一個共變數，除

需要每一條迴歸直線的設計矩陣（design matrix）皆相同外，並且單

一共變數的範圍為 )。Spurrier (1999)針對具單一共變數的資料建

立多組簡單迴歸直線差異的聯合信賴束（confidence band）。之後，

Liu et al. (2004)推廣 Spurrier (1999)的研究，除了允許有多個共變數，

也允許每一條迴歸線的設計矩陣可以不盡相同，並且每個共變數可限

制範圍。這使得針對線性模型進行多重比較的想法大幅度地推廣至比

較實用的領域。例如：將線性迴歸模式的多重比較應用於藥品批次分

( ∞∞− ,
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類的問題（Ruberg and Hsu，1992）。 

    值得注意的是，Spurrier (1999)及 Liu et al. (2004)的研究都是針對

連續型的反應資料而言，但是在實際問題中，經常觀察及收集的多為

離散的資料，例如藥物的有效性（治療成功率）的研究，反應值為有

效（x=1）或無效（x=0）。針對此種二元資料（binary data），已有邏

輯迴歸模式（logistic regression models）可供配適。因此本文考慮推

廣 Liu et al. (2004)的研究，在有共變數情形下進行多組二元資料的多

重比較，亦即針對多組邏輯迴歸直線差異建立其聯合信賴束。此外，

也討論計數資料中對數線性迴歸模式（log-linear regression models）

的多重比較。 

本文在第二章回顧多重比較方法與廣義線性模式。第三章介紹廣

義線性模式的多重比較。第四章利用兩個實例說明本文所建議的多重

比較方法。最後第五章結語及討輪未來研究。 
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第二章  文獻回顧 

2.1    多重比較簡介 

針對多樣本問題，除各個單一母體特性的推論與整體母體差異性

檢定外，對於兩個或多個母體特性異同的瞭解，也是一個重要的問

題。針對數個母體之間參數差異進行檢定或區間估計，一般稱為多重

比較。因為推論對象不只一個，此時，所需推論方法為聯合檢定或聯

合區間估計。 

假設研究中有 k 個實驗組，其中第 i 組第 j 個觀察值為 ，

1,2,…k，

ijy

=i =j 1,2,… 。以及第 i 組中 個觀察值 之平均值為in in ijy iy ，

1,2,…k。假設第 i 個處理組的平均值為=i iμ ， =i 1,2,…k，針對成對

比較，一般是建立 kjiji ≤<≤− 1,μμ  的聯合信賴區間或多重檢定。

針對多對一比較，則是就 kii ,,2,1 …=− μμ ，建立其聯合信賴區間或

多重檢定。 

當研究中的資料除反應變數外，另有相關的共變數時，則所得資

料除反應值 之外，尚有相對應的ijy p 個共變數 ， 1,2,…k，i
pj

i
j xx ",1 =i

=j 1,2,… 。Liu et al. (2004) 建議針對第 i 組資料配適一般線性迴歸

模型 

in

kiXY iiii ,...1=+= εβ ， 
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其中反應變數 ( )
iini

t
i yyy ,...,1= ，設計矩陣為 ， 
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1

1
1

( )i
p

it
i βββ ,...,0= ， ( )

iini
t
i eee ,...,1= ，並且 為獨立的服從ije ( )2,0 σN 之隨機變

數， kinj ,...,1,,...,1 i == 。經由最小平方法配適之迴歸直線則為 

kibxy i
t

i ,...1,ˆ == ， 

其中 ( )i
p

it
i bbb ,...,0= 為 之估計式， 。Liu et al. (2004) 進一

步針對

t
iβ ),,( 1 p

t xxx "=

( ) ( ) [ ] ,,,,, lllji
t baxjix ∈Λ∈− ββ pl ,,1"= ，建構聯合信賴束，其

中 對應所有成對比較，( ){ kjiji ≤<≤=Λ 1:, } ( ){ }kjj ,,2:,1 "==Λ 則對應

多對一的比較。值得一提的是， ( )ji
tx ββ − 的估計式為 ,t t

i jx b x b−  

，且此一估計式的變異數為 ，其中,i j∈Λ xx ij
tΔ2σ

( ) ( ) 11 −−
+=Δ j

t
ji

t
iij XXXX 。 

考慮 

( ) [ ]

( ) ( )[ ]
xx

bbx
T

ij
t

jjii
t

plbaxji lll Δ

−−−
=

=∈Λ∈ σ

ββ

ˆ
supsup

,...,1,,,
，           （2.1） 

若能解出 使得αc { } αα −=< 1cTP ，則對所有 [ ] plbax lll ,,1,, "=∈ ，及任

何 ，得知( ) Λ∈ji , ( )ji
tx ββ − 的 ( )α−1100 ％信賴束為 

 

 4



xxcbxbxxx ttttt Δ±−∈− σββ ˆ ijjiji α ， 

其中 2ˆˆ σσ = ， ( ) ( )∑∑
==

−−−−=
k

i
i

k

i
ii pnspn

11

22 11σ̂ ，以及

( )[ ] ( )112 −−−=
− pnyXXXXIys ii

t
ii

t
ii

t
ii 。 

若 為實對稱且正定矩陣，則存在可逆矩陣

使得 ，並且使得 

( ) ( ) 11 −−
+=Δ j

t
ji

t
iij XXXX

ijP ij
t

ijij PP=Δ

( ) ( ) Λ∈−=
−t 1 jizzPZ jiijij ,, ， 

其中 ( )( )1,0~ −
−= i

t
iiii XXMVNbz β ， =i 1,2,…k。所以，（2.1）式可以改

寫為 

( ) [ ]

( ) ( )[ ]
xx

bbx
T

ij
t

jjii
t

plbaxji lll Δ

−−−
=

=∈Λ∈ σ

ββ

ˆ
supsup

,...,1,,,
 

( ) [ ]

( )
( ) xPPx

ZPx

ij
t

ij
t

ij
t

ij
t

plbaxji lll σσ̂
supsup

,...,1,,, =∈Λ∈
=  

( ) ( )σσ̂
sup
,

ij
ij

ji

Z
Q

Λ∈
= ，                              （2.2） 

其中 
[ ]

( )
ijij

ij ij

ij
t

ij

plbax
ij ZxP

ZxP
Q

lll ,...,1,,
sup

=∈
= 。                           （2.3） 

藉由（2.2）式模擬 T 的首要工作就是計算Q ，但是Q 的計算不易，

必須藉輔助方法加以求解。 
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令矩陣 

( )p
ijijijij pppP ,,, 10 …= ，以及 

[ ]{ }plbaxxPL lllijij ,,1,,: …=∈=  

[ ]{ }plbaxpxpxp lll
p
ijpijij ,,1,,:1

1
0 …" =∈+++= ， 

則 為所有共變數ijL [ ] plbax lll ,,1,, …=∈ ，與 的行向量ijP ( )p
ijijij ppp ,,, 10 … 的

線性組合，所以（2.3）式中的 即可寫成 ijQ

ijijij

ij
t

ij

Ll
ij Zl

Zl
Q

∈
= sup ，                               （2.4） 

其中 ( ) ( )ijijij
t
ij ZlZl 是 與 兩向量所成角度的餘弦。因此只要找

到所有滿足

ijl ijZ

[ ] plbax lll ,,1,, …=∈ ，的 與 或是 與ijl ijZ ijl ijZ− 之間最小的角

度即可，如此即可求得滿足指標集合Λ中的所有 。 ijQ

由（2.2）得知 T 即為所有滿足指標集合Λ中的 與ijQ ijZ 之乘積

中的最大值。又因為 是使得該信賴束的信心水準達到αc ( )α−1 的臨界

值，也就是 ( ) αα −=≤ 1cTP ，所以，Liu et al. (2004) 建議重複模擬 T

值 m 次後，將所有 T 值依小至大排序，則 值即為此一排序中第αc

( )mα−1 位置的 T 值。 
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2.2    廣義線性模型 

假設反應變數 Y 為二元資料，即 y=1 代表成功，y=0 代表失敗，

共變數矩陣為 x，則邏輯線性迴歸模型為 

( ){ } ( )
( ) nix
x

x
xit i

t

i

i
i ,,1,

1
loglog "==

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

= β
π

π
π ， 

其中 ( )ii xXYPx === 1)(π 。 

模型建立之後，首要工作便是參數的估計，假設在 個具有共變

數為

in

( )ipii xxx ,,1 …= 的實驗對象中有 個成功，則其概似函數為 im

( ) ( ) ( ){ }
1

1 i ii
n n mm

i i
i

L x xβ π π
−

=

= −∏ ， 

其對數概似函數為 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )∑∑

==

−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==
n

i
ii

n

i i

i
i xn

x
x

mL
11

1log
1

loglog π
π

π
ββA  

( ) ( ){ }∑∑
==

+−=
n

i
i

t
i

n

i
i

t
i xnxm

11
exp1log ββ  

∑ ∑∑ ∑
= == = ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

n

i

p

j
ijji

n

i

p

j
ijji xnxm

1 11 1
exp1log ββ 。         （2.1） 

將（2.1）式分別對未知參數做一次微分可得 

,,,1,
exp1

exp

1

1

1

1
pj

x

x
xnxm

n

i
p

j
ijj

p

j
ijj

iji

n

i
iji

j

…A
=

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−=
∂
∂ ∑

∑

∑
∑

=

=

=

= β

β

β
     （2.2） 
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再將（2.1）式對未知參數做二次微分可得 

,,,1,0,,

exp1

exp

1
2

1
2

psj

x

x
xxn

n

i p

ijj

p

j
ijj

isiji
sj

…A
=

⎪
⎪
⎬
⎫

⎪
⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−=
∂∂

∂ ∑
∑

∑

=

=

β

β

ββ

1j ⎭⎩ ⎠⎝ =

   （2.3） 

由（2.2）及（2.3）式，可求得如下兩矩陣： 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

=
p

tU
ββ
A…A ,,

1

 以及 
2

j s j , 0,1, ,s p= …

H
β β

⎡ ⎤∂
= ⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

A
， 

利用牛頓法(Newton-Raphson method )可知 

( ) ( ) ( )( ) ( )nnnn UH 11 −+ −= ββ 。 

因此若給定起始值為 ( )0β ，在不失一般性的情形之下，經過反覆

疊代至 β 收斂為止，則此收斂值即為所求參數的最大概似估計量。 

另外，經過一些基本運算，（2.3）式可簡化為 

psjxxw sji
sj

,,1,0,,
2

…A
=−=

∂∂
∂

ββ
， 

其中 ( ) ( ){ } ( ) ( )iiiiiii xYPxYPnxxnw 011 ===−= ππ 。所以 ， WXXH t−=

其中 ( ) ( )[{ xxndiagW ]}iii ππ ˆ1ˆ −= ，為其對角元素為 ( ) ( )[ ]{ }xxn iii ππ ˆ1ˆ − ，其

它非對角元皆為 0 的矩陣。 

 

 8



因此，樣本的 Fisher 情報矩陣為 

( ) ( ) ( )[ ]{ }iii
t xxndiagWWXXHbI ππ ˆ1ˆ, −==−= ， 

則目標參數 ( )ipiii ββαβ ,...,, 1=t 的變異數-共變異數矩陣為 

( ) ( ) { } ( ) ( )[ ]{ }iii
t xxndiagWWXXbIbCov ππ ˆ1ˆ,11 −===

−− 。 

 

在廣義線性模式中，還有另一種常見的模型，就是對數線性迴歸

模型。若反應變數 Y 為計數資料，令 ( )tNμμμ ,,~
1 "= 代表期望的次數，

以及第 i 個對象的共變數為 ( )ipii xxx ,,1 …= ，則對數線性迴歸模型為 

βμ tX=log ，                                   （2.4） 

X 為模型的設計矩陣。 其中矩陣

{ } NinY ii ,,1, "其觀測次數 ==  的聯合概似函數為 

( ) ( )∏
−

=
i i

n
i

n
eL

ii

!
μμ

μ

， 

則對數概似函數為 

( ) ∑∑ −= iiin μμμ logA
ii

 

∑ ∑ ∑∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

i i j
jij

j
jiji xxn ββ exp ，              （2.5） 
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將（2.5）式對未知參數做一次微分可得 

( ) ∑ ∑∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂

i j
jijij

i
iji

j

xxxn β
β
μ expA  

pjxxn
i

iji
i

iji ,,1,0, "=−= ∑∑ μ ，                （2.6） 

另外，將（2.5）式對未知參數做二次微分可得 

( ) ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−=
∂∂

∂

i s

i
ij

sj

x
β
μ

ββ
μA2

 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−= ∑∑
m

mim
si

ij xx β
β

exp  

∑−=
i

iisij xx μ 。                             （2.7） 

由（2.6）及（2.7）式，以下兩矩陣也可求得 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

=
p

tU
ββ
A…A ,,

1

 以及 
2

, 0,1, ,j s j s p

H
β β

=

⎡ ⎤∂
= ⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ …

A
， 

再次利用牛頓法可知 

( ) ( ) ( )( ) ( )nnnn UH 11 −+ −= ββ ， 

其中
( ) ( )( ) ( ) ( )∑∑ −=−= isij

n
i

n
jsij

n
ii

n
j xxhxnu μμ ,

ii
， 

以及
( ) ( ){ }ntn X βμ exp= 。 

通常給定起始值為 ，若有任何( )
ii n=0μ 0=in 則做連續化修正

( )

2
10 += ii nμ ，在不失一般性的情形之下，經過反覆疊代至 β 收斂為止，
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則此收斂值即為目標參數的最大概似估計量。 

另外，由（2.7）式可知 ( )t XdiagXH μ̂−=

⎦⎣ kn

， 

其中 ， ，( )
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

=diag
μ

μ
μ

ˆ0

0ˆ
ˆ

1

%
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ∑
j

jiji bxexpμ̂ Ni ,,1"= 。 

則樣本的 Fisher 情報矩陣為 

( ) ( )XdiagXHbI t μ̂=−= ， 

所以目標參數 ( )pββαβ ,,, 1 "=t 的變異數-共變異數矩陣為 

( ) ( ) ( ){ } 11 ˆ −− == XdiagXbIbCov t μ 。 
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第三章  統計方法 

3.1    邏輯迴歸模式之多重比較 

針對具有共變數的 k 組二元資料，建議先配適邏輯迴歸模式

。此時任兩邏輯迴歸模式的差 ( ) kixxit i
t
ii ,,1,log "== βπ

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )⎪⎭⎪⎩ −− xx ji ππ 11

⎪
⎬
⎫⎪

⎨
⎧

=−
xx

xitxit ji
ji

ππ
ππ logloglog ， 

即為第 i 組相對於第 j 組的對數勝算比。 

若要建構第 i 組與第 j 組邏輯線性模型差異的信賴束，必須先求

出 ( )j
t

i
t bxbx − 的變異數，因為 

( ) ( ) { } ( ) ( )[ ]{ }xxndiagWXWXbIbCov iiiiii
t
iii ππ ˆ1ˆ,11 −===

−− ， 

可求得 

( )( ){ } ( ) ( ) { } xXWXxxbCovxbxVarxitVar ii
t
i

t
i

t
i

t
ii

1ˆlog −
===π ， 

所以，此一對數勝算比的信賴束為 

[ ] ,,,,,1,,, Λ∈=∈∀Δ±− jiplbaxxxcbxbx ttt …lllijji α

)jjjiiiij

( )

  （3.1） 

其中   ， ( ) ( 11 −−
+=Δ tt XWXXWX

( )[ ]{ } jikxxndiagW kkkk ,,ˆ1ˆ ， −= π π =
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αc 值則是使得該信賴束的信心水準達到 ( )α−1 的臨界值，也就是

( ) αα −=≤ 1cTP ，其中隨機變數 T 的形式為 

( ) [ ]

( ) ( )[ ]
xx

bbx
T

ij
t

jjii
t

plbaxji lll Δ

−−−
=

=∈Λ∈

ββ

,...,1,,,
supsup 。           （3.2） 

為求得 T 的百分位，假設 ( ) ( ) 11 −−
+=Δ jj

t
jii

t
iij XWXXWX 為實對稱且

正定矩陣，則存在可逆矩陣 使得 ，並且使得 ijP ij
t

ijij PP=Δ

( ) ( ) Λ∈−=
− jizzPZ ji

t
ijij ,,1

， 

其中 ( )( )1,0~ −
−= ii

t
iiii XWXMVNbz β ， =i 1,2,…k。 

所以，（3.2）式可以改寫為 

( ) [ ]

( ) ( )[ ]
xx

bbx
T

ij
t

jjii
t

plbaxji lll Δ

−−−
=

=∈Λ∈

ββ

,...,1,,,
supsup  

( ) [ ]

( )
xPPx

ZPx

ij
t

ij
t

ij
t

ij
t

plbaxji lll ,...,1,,,
supsup

=∈Λ∈
=  

( )
ijij

ji
ZQ

Λ∈
=

,
sup ，                               （3.3） 

其中 
[ ]

( )
ijij

ij
t

ij

plbax
ij ZxP

ZxP
Q

lll ,...,1,,
sup

=∈
= ，                            （3.4） 

藉由（3.3）式模擬 T 的首要工作就是計算 。不過， 的計算不易，

必須藉輔助方法加以求解。令矩陣

ijQ ijQ

( )p
ijijijij pppP ,,, 10 …= ，再令 

[ ]{ }plbaxxPL lllijij ,,1,,: …=∈=  

[ ]{ }plbaxpxpxp lll
p
ijpijij ,,1,,:1

1
0 …" =∈+++= ， 
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則 為所有共變數ijL [ ] plbax lll ,,1,, …=∈ 與 的行向量ijP ( )p
ijijij ppp ,,, 10 … 的線

性組合。所以（3.4）式中的 即可寫成 ijQ

ijijij

ij
T

ij

Ll
ij Zl

Zl
Q

∈
= sup ，                               （3.5） 

其中 ( ) ( )ijijij
t
ij ZlZl 是 與 兩向量所成角度的餘弦。因此只要找

到所有滿足

ijl ijZ

[ ] plbax lll ,,1,, …=∈ ，的 與 或是 與ijl ijZ ijl ijZ− 之間最小的角

度即可，如此即可求得滿足指標集合Λ中的所有 。 ijQ

舉例來說，若吾人有興趣的是所有成對比較，此時指標集合為

，若資料分成六組時，則會有 種不同的比

較方式，也會有 15 個 Q 值。同理，若吾人有興趣的是多對一比較，

則

( ){ kjiji ≤≠≤=Λ 1:, }

}

156
2 =C

( ){ 1,2:, =≤≤=Λ jkiji ，若資料分成六組時，則會有 6-1=5 種不同

的比較方式，也會有 5 個 Q 值。 

所以，由（3.3）式得知，T 值即為所有滿足指標集合 中的 與Λ ijQ

ijZ 之乘積中的最大值。又因為 滿足αc ( ) αα −=≤ 1cTP 。因此，當吾人

重複模擬 T 值 m 次後，將所有 T 值依小至大排序，則 值即為此一

排序中第

αc

( )mα−1 位置的 T 值。 

以下是模擬臨界值 ，亦即 的運算法則： αc αĉ
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步驟一：決定 。 ( ) Λ∈∀ jiPij ,,

步驟二：模擬 ( )( )1−t,0~−= iiiiii XWXMVNbz β ki "1， = 。 

步驟三：計算 。 ( ) ( )−t 1
Λ∈−= jizzPZ jiijij ,,

ijQ步驟四：求得（3.5）式中的 。 

步驟五：計算（3.3）式中的 T。 

重複步驟一到步驟五共 m 次求得 m 個 T 值。令其順序統計量為

，則臨界值( ) ( )mTT <<"1 ( )( )mTc αα −= 1ˆ 。 

 

模擬次數 m 與 值的精確度息息相關，要精確地估計棄卻值

便要有足夠的模擬次數，因此，若給定 m 就可以估計 的標準差。

假設函數 為棄卻值 之下所計算 T 值的分配，則吾人可以將 T

視為一個試行次數為 m，成功機率為

αĉ αc

αĉ

( αcg ) αc

α 的二項分配，即 { }αα cTP >= ，

得知 的變異數即為 ( αcg )

( ){ } ( ) ( )
mm

mcg αααα
α

−
=

−
=

11var 2 ， 

由 Delta 方法知 

( ){ } ( ){ } ( )ααα ccgcg varvar 2′= ， 
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所以 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )
( )mcg

cgcgc
α

ααα
αα

2
2 1varvar −

=′= −
， 

因此，在不失一般性的條件之下，可以得知 的近似分配為 αĉ

( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
mcg

cNc
α

αα
αα

2

1,~ˆ ， 

其中 為 T 之母體的αc ( )α−1100 分位點。雖然得知 的近似分配，不過

其標準差仍然與函數 有關，但是明顯地

αĉ

( αcg ) ( )αcg 的真實值並無法求

得，因此吾人可利用之前所模擬的 m 個 T 值來做近似分配的估計 

( ) ∑
= ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−≈
m

i

i

h
Tc

mh
cg

1

2

2
ˆ

exp
2

1 α
α π

， 

其中 h 是讓估計更加平滑的參數，在此取 h=0.01。求出 的估計

值後，即可估計 的標準差。另外， 的標準差也可以用自助法

（bootstrapping）加以估計，但是兩者的結果會非常接近（Liu et al. 

2004）。 

( αcg )

ĉ αĉ

圖一為實例一模擬 95 分位的 T 值與其相對應之標準差之間的關

係圖，很合理的隨著模擬次數越多，其標準差也會越來越低，且模擬

次數大約在十萬次以上之後，標準差將趨於穩定，約為 0.005，表示
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會有 95％的機率使得 01.0ˆ <− αα cc 。因此實例一的模擬次數便設定為

十萬次。 

 
圖一：隨機變數 T 之 95 百分位估計及其標準差與模擬次數關係。 
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3.2    對數線性迴歸模式之多重比較 

針對具有共變數的 k 組計數資料，令 ( )tNμμμ ,,~
1 "= 代表期望發生

次數，建議先配適對數線性迴歸模式 。此時任

兩對數線性迴歸模式的差 

kix i
t
ii ,,1,log "== βμ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

s

r
sr μ

μ
μμ logloglog ， 

即為第 r組相對於第 s 組期望次數比的對數。若其值為 2，表示第 r

組的期望發生次數為第 s組的 倍。 2e

若要建構第 r 組與第 s 組對數線性迴歸模型差異的信賴束，必須

先求出 ( )s
t

r
t bxbx − 的變異數，因為 

( ) ( ) ( ){ } 11 ˆ −− == kk
t
kkk XdiagXbIbCov μ ， 

可求得 

{ } ( ) ( ) ( ){ } xXdiagXxxbCovxbxVarVar kk
t
k

t
k

t
k

t
k

1ˆˆlog −
=== μμ ， 

所以，此一對數期望發生次數比的信賴束為 

[ ] Λ∈=∈∀Δ±− srplbaxxxcbxbx ttt ,,,,1,,, …lllrssr α （3.6） 

其中  ( )( ) ( )( ) 11 ˆˆ −−
+=Δ ss

t
srr

t
rrs XdiagXXdiagX μμ 。 

( )αc −α1 的臨界值，也就是值則是使得該信賴束的信心水準達到

 18



( ) αα −=≤ 1cTP ，其中隨機變數 T 的形式為 

( ) [ ]

( ) ( )[ ]
xx

x
T

rs
T

ssrr
T

plbaxsr lll Δ

−−−
=

=∈Λ∈

ββββ ˆˆ
supsup

,...,1,,,
。          （3.7） 

為求得 T 的百分位，假設 rsΔ 為實對稱且正定矩陣，則存在可逆

矩陣 使得 ，並且使得 rsP rs
T

rsrs PP=Δ

( )−t 1( ) Λ∈−= srzzPZ srrsrs ,, ， 

( )( )rrrr bCovMVNbz ,0~其中 =r 1,2,…k。 β−= ，

接下來之推論與 3.1 節所述有關邏輯迴歸模式之多重比較相

似，不同之處為矩陣 的形式，與生成 Z 所用到的多變量常態分配中

的參數。 

Δ
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3.3    廣義線性模型多重比較之應用 

多重比較的應用非常廣泛，例如 Ruberg and Hsu (1992)討論藥物

批次合併的問題（batch pooling problem），針對許多不同批次的藥物，

研究其藥效之有效期限，並藉由多重比較的方法來將不同批次的藥物

進行合併的動作。因此，最基本的還是如何將不同組別合併，才能作

其它更深入的後續分析。 

在此提供兩種指標來評估模型差異的顯著與否。 

『指標一』：   仿照 Ruberg and Hsu (1992)在比較不同組之藥效平均

值的差異上，他們認為在觀測時間共變數內，任兩組平均

值的最大差異若不超過某一指定的誤差界限（ 0>δ ），則

認為此兩組是沒有差異，所以可加以合併。因此，建議在

共變數的可能範圍內，取兩迴歸直線差異之信賴束上下界

絕對值的最大值 

[ ]
xxcbxbxR ij

t
j

t
i

t
ij Δ±−= αˆmax

plbax lil =∈ ,,1,, "
， 

若 δ≤ijR 則合併第 i 組與第 j 組。 
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『指標二』：   根據 Liu et al.(2004)所建議，令 

[ ]
{ }xxcbxbxL ij

t
j

t
i

t
ij Δ−−= αˆmax

plbax lil =∈ ,,1,, "

[ ]

， 

{ }xxcbxbxU ij
t

j
t

i
t

ij Δ+−= αˆmin
plbax lil =∈ ,,1,, "

， 

分別為信賴束下界的最大值與信賴束上界的最小值。若區

間 ( )ijij UL , 包含 0，則建議合併第 i 組與第 j 組成為同一組。 

在所有成對比較的問題中，上述的兩種準則皆可以使用。不過，

因為此兩指標各有優缺點，Liu et al. (2004)建議兩種指標一起使用，

也就是當 δ>ijR ，而且區間 ( )ijij UL , 也不包含 0 時，才認為此兩條迴歸

線有顯著的差異，否則都可以考慮將它們合併成同一組。 
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第四章  資料分析 

4.1    實例一 

Wijesinha and Piantadosi (1995)模擬 455 個病人，在分別接受不同

的劑量處理之下的藥效反應。此處劑量處理共分 1～65 個不同等級，

每個病人皆有兩個共變數，分別是吸煙狀況以及實際年齡，資料詳見

附錄。 

此一實例具二元反應變數，假設 1=Y 代表具藥效（成功），反之

表示不具藥效（失敗），共變數0=Y 11 =X 代表有抽煙習慣， 表

示沒有有抽煙習慣， 代表實際年齡，範圍在 10 歲至 80 歲中間。

吾人有興趣的是在不同等級的劑量處理之下，此兩共變數對於處理效

果之反應變數 Y 的影響，在不同組別之下是否有明顯的差異。 

01 =X

2X

在不分組的情形之下，針對各參數配適邏輯迴歸模式所求得的

（deviance）如下表一 Llog2−

表一：實例一原始資料處理不分組所配適之邏輯迴歸模式結果。 

Model -2logL 

none 563.3 

smoking 547.76 

age 561.77 

smoking+age 545.78 

smoking+age+smokingXage 545.29 
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很明顯的 1（抽煙與否）是除了劑量處理外最重要的共變數。具

之模型再加入 （實際年齡）之後，其邊際貢獻在

X

1X 2X 10.0=α 之下尚

稱顯著（p 值約為 0.08）。但是，具 及 的模型再加入 之後，

則顯示 與 的交互作用項不顯著。因此實例一不考慮 與 的交

互作用項，僅考慮 與 。 

1X 2X 21 XX

1X 2X 1X 2X

1 2X X

因為劑量處理水準分 1～65 不同等級，先行分成六組，此六組分

別為低劑量組（1~10）、中低劑量組（11~20）、中劑量組（21~30）、

中高劑量組（31~40）、高劑量組（41~50）以及特高劑量組（51~65）。 

檢視共變數 與劑量處理之交互作用是否存在，可就上述六組分

別對吸煙與否來計算觀測之

1X

( )1=YP （圖二）。另外，檢視共變數 與

劑量處理之交互作用是否存在，亦可就上述六組分別對不同年齡層來

計算觀測之

2X

( 1)=YP （圖三），此時年齡先行分成三組，分別為 10~30

歲、30~50 歲以及 50~71 歲。 

圖二的六條曲線大致上有平行的關係，表示吸煙與否與劑量等級

間無交互作用存在。但是，圖三的六條曲線或有交叉，顯示實際年齡

與劑量等級間具交互作用。因此，為避免模型過於複雜，本文根據劑

量分組，進行個別配模，然後建立劑量組的成對多重比較。 
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圖二：不同劑量等級針對吸煙與否所觀測之 ( )1=YP 的折線圖。 

 

圖三：不同劑量等級針對不同年齡層所觀測之 ( )1=YP 的折線圖。 
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配適六組邏輯線性模式如下 

( ) 0.0361x+9.5577x--3.0732log =Xit 211π  

( ) 0.0228x-10.0412x--0.2641log =Xit 212π  

( ) 213 0.0299x+1.3939x--2.0558log =Xitπ  

( ) 0.0647x+1.1479x--3.4566log =Xit 214π  

( ) 0.0049x+1.1627x-0.6763log =Xit 215π  

( ) 216 0.0133x+0.3255x-0.7193log =Xitπ  

根據 3.1 節介紹之臨界值 的估計步驟一到步驟五，經過十萬次的模

擬次數得到

αc

7211.2ˆ =αc ，以及其標準差約為 0.0052。 

就此六個處理組，此一多重比較具 15 種不同的成對比較，其中

任兩組別之邏輯模型差異的信賴束給於圖四( a ) ~ ( o )。圖四顯示不

同的年齡層與其抽煙與否對於任兩組邏輯斯模型之差異的影響。 

就年齡層而言，在圖四( a ) ~ ( e )，顯示除了中高劑量（圖四( c )）

以外，其它劑量與低劑量的差異隨著年齡增加而降低，表示年齡越高

不同組別的藥效差異會越小。並且，在年齡研究範圍內，無論病人抽

煙與否，高及特高劑量比低劑量皆具顯著藥效。 

圖四也顯示，除中高與中劑量（圖四( j )）外，當病人有抽煙習

慣時，相鄰組之較高劑量比較低劑量亦具顯著藥效。另外，除中高與
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低劑量（圖四( c )）及中高與中低劑量（圖四( g )）外，病人在沒有

抽煙習慣的情形下，劑量相隔兩組或以上時，較高劑量所具藥效皆高

於較低劑量著。 

最後值得一提的是，劑量處理與年齡具交互作用，因此，這也是

為何圖四中成對劑量組的比較，有些差異隨年齡漸增，有些差異卻又

隨年齡漸減。 

表二列出由 3.3 節所示之指標值，用以評估成對模型是否可以合

併。 

表二：實例一成對比較之指標值 

i j R L U  

1 2 3.8982 2.6333 -0.8136  

1 3 19.0938 18.1342 0.9442 * 
1 4 19.9669 18.8649 0.2619 * 
1 5 22.1112 20.8374 2.1085 * 
1 6 22.8561 21.8697 2.6054 * 
2 3 19.4326 18.4846 -1.1805  

2 4 20.8188 19.7176 -2.4875  

2 5 20.7269 19.5626 1.6137 * 
2 6 22.0528 21.1912 1.5171 * 
3 4 1.9319 0.8159 -0.8002  

3 5 3.5317 2.3449 1.4766 * 
3 6 4.2624 3.3913 1.9538 * 
4 5 4.7251 3.4211 0.4748 * 
4 6 5.4701 4.4237 1.0028 * 
5 6 1.9676 1.0278 0.5334  
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3=> δ若R ( )UL ,，且區間 不包含 0 時，認為此兩組有顯著的差

異。則表二顯示，有差異的組別分別為（1，3）、（1，4）、（1，5）、（1，

6）、（2，5）、（2，6）、（3，5）、（3，6）、（4，5）以及（4，6）組，

因此考慮將低及中低組合併成低劑量組，中及中高組合併為中劑量

組，最後合併高及特高組合併為高劑量組。 

針對此三組配適之邏輯線性模式如下 

( ) 0.0043x+9.8359x--1.5377log =Xit 211π  

( ) 0.0433x1.2525x--2.6149log 212 +=Xitπ  

( ) 213 0.0126x+0.5762x-0.6323log =Xitπ  

7298.2ˆ =同樣地，經過十萬次的模擬次數得到 αc ，其標準差約為

0.0049。 

就此三個處理組共 3 種不同的成對比較，其中任兩組別之邏輯模

型差異的信賴束給於圖五( a ) ~ ( c )。圖形顯示在年齡研究範圍內，

無論病人抽煙與否，高劑量比中與低劑量皆具顯著藥效。 

圖五也顯示，當病人有抽煙習慣時，較高劑量比較低劑量皆具顯

著藥效。另外，病人在沒有抽煙習慣的情形下，除中與低劑量組（圖

五( a )）外，較高劑量所具藥效皆高於較低劑量著。 
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由結果論，若由觀測的 { }1=iYP ，也就是劑量反應的成功率的角

度來看，照上述方法所分的三個組別是非常合理的，低劑量組的成功

率約為一成，中劑量組的成功率約為兩成，而高劑量組的成功率約為

七成。表示此分析分法可以成功地做好分組與比較的工作，尤其是共

變數間有交互作用存在的情形之下，分組配模可以避免繁複模式的設

立。另外，若以劑量的角度來看，劑量等級越高 { }1=iYP 也越高，也

代表此藥是有效的。 
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( a ) 中低劑量組相對低劑量組 

 

( b ) 中劑量組相對低劑量組 
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( c ) 中高劑量組相對低劑量組 

 

( d ) 高劑量組相對低劑量組 
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( e ) 特高劑量組相對低劑量組 

 

( f ) 中劑量組相對中低劑量組 
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( g ) 中高劑量組相對中低劑量組 

 

( h ) 高劑量組相對中低劑量組 
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( i ) 特高劑量組相對中低劑量組 

 

( j ) 中高劑量組相對中劑量組 
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( k ) 高劑量組相對中劑量組 

 

( l ) 特高劑量組相對中劑量組 
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( m ) 高劑量組相對中高劑量組 

 

( n ) 特高劑量組相對中高劑量組 
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( o ) 特高劑量組相對高劑量組 

 

圖四：實例一之六組成對對數勝算比之 95％信賴束。（左圖為未抽煙

組，右圖為抽煙組） 
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( a ) 重新分組後之中劑量組相對低劑量組 

 

( b ) 重新分組後之高劑量組相對低劑量組 
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( c ) 重新分組後之高劑量組相對中劑量組 

 

圖五：實例一之三組成對對數勝算比之 95％信賴束。（左圖為未抽煙

組，右圖為抽煙組） 
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4.2    實例二 

Dana (1982)觀察來自三個不同研究中心共 69 個女孩，分別接受

三種不同的治療處理之下，在前後兩年蛀牙數的變化，研究治療處理

能否有效降低蛀牙之發生率。接受治療處理的方法，分別為蒸餾水的

安慰治療法（placebo treatment of distilled water：W），氟化物治療法

（stannous fluoride：SF）以及磷酸鹽化合物治療法（acid-phosphate 

fluoride：APF ）。資料詳見附錄。 

此一實例具記數型反應變數 Y 代表蛀牙增加數，即處理之後蛀

牙個數減去處理之前蛀牙個數。針對不同研究中心假設之兩個虛擬共

變數，其中 11 =X 代表是第一研究中心， 01 =X 則否， 代表是第

二研究中心， 則否。 代表實際年齡，範圍在 6 歲至 17 歲中

間。 

12 =X

02 =X 3X

吾人有興趣的是不同治療方法能否有效降低蛀牙之發生率，所以

在未分組的情形之下，針對上述三種共變數配適對數線性迴歸模式，

所求得的 （deviance）如下表三 Llog2−
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表三：實例二原始資料不分組所配適之對數線性模型結果。 

Model -2logL  

none 79.2986  

age 77.9098  

center1+center2 75.6217  

center1+center2+age 74.5584 * 
center1+center2+age+cenetr1*age+cenetr2*age 73.5617  

很明顯的研究中心的虛擬變數是除了劑量處理外最重要的共變數。除

此之外，本文將考慮加上年齡的共變數。但是，因為其交互作用項不

顯著，所以在實例二中亦不考慮交互作用項。 

並且依照治療方法來分組，第一組為治療法 W，第二組為治療

法 SF，第三組為治療法 APF，並針對各組來配適對數線性迴歸模式。

因此，吾人有興趣的是在不同的治療處理之下，此兩種共變數對於反

應變數 Y 的影響，在不同組別之下是否有明顯的差異。 

配適此三組之對數線性迴歸模式為 

3211 0653.00018.00679.03483.0log XXX ++−=μ  

3212 0140.02875.00142.00978.1log XXX −−+=μ  

3213 0904.06087.04732.04511.1log XXX −−+=μ  

根據 3.2 節介紹之模擬臨界值 的估計步驟一到步驟五，經過十萬次

的模擬次數得到 為 2.0936，以及其標準差約為 0.0048。 

αc

αĉ
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就此三個處理組，會有 3 種不同的成對比較組合，其中任兩組別

之對數線性迴歸模型差異的信賴束給於圖六( a ) ~ ( c )。因為是發生

次數的對數比，所以其值越小表示越相對有效。 

圖六顯示不同的年齡層與不同的研究中心，對於任兩組對數線性

迴歸模型之差異的影響。就年齡層而言，任兩組模型的差異隨著年齡

增加而降低，且其值離 0 越來越遠，表示隨著年齡越高，不同組別的

藥效差異會越大。並且，在年齡低於 10 歲時，三種治療法的藥效並

沒有明顯差異。 

圖六也顯示，除第 2 組（SF）相對第 1 組（W）（圖六( a )）外，

非第一研究中心且在十歲以上的病人，APF 比其它兩種藥物更具顯著

藥效。另外，第一研究中心的病人在年齡研究範圍內，三種藥效並沒

有明顯差異。 

表四列出由 3.3 節所示之指標值，用以評估成對模型是否可以合

併。 

表四：實例二成對比較之指標值 

I j R L U  

1 2 3.2119 -0.83 0.1193  

1 3 4.1149 -0.9708 -1.1285 * 

2 3 3.1955 -1.1682 -0.2653 * 
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表四顯示，有差異的組別分別為（1，3）以及（2，3）組。這表示治

療法 W 與治療法 SF 的療效差不多，而治療法 APF 的確比較能有效

降低蛀牙之發生率。 

以下為圖六 

( a ) 第 2 組（治療法 SF）相對第 1 組（治療法 W） 
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( b ) 第 3 組（治療法 APF）相對第 1 組（治療法 W） 
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( c) 第 3 組（治療法 APF）相對第 2組（治療法 SF） 

 

 

圖六：實例二成對之對數期望發生次數比之 95％信賴束。 
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第五章  模擬研究 

本章針對二元資料，考慮三組具兩種共變數的資料來做模擬的工

作，並設定三種不同的邏輯線性模型，依照本文的統計方法，建構其

成對多重比較的信賴束，並計算其覆蓋真正邏輯線性模型的機率，用

此評估本文所用統計方法之優劣。 

此兩共變數之假設參照實例一的資料型態， 11 =X 代表有抽煙習

慣， 表示沒有有抽煙習慣， 代表實際年齡，範圍在 10 歲至

80 歲中間。參考第四章實例一的資料，隨機生成各組共變數 與 ，

其中 服從成功機率為 0.5 的白努利分布，但各組之 服從不同的

常態分布，其中第一組的平均值為 38.63，標準差為 9.42，第二組的

平均值為 39.18，標準差為 10，第三組的平均值為 39.04，標準差為

11.12。另外，此處考慮之模型為如下三類 

01 =X 2X

1X 2X

1X 2X

( ) 211 0.003x+9.9x--1.6log模型一：  Xit =π  

( ) 212 0.03x1.3x--2.7log +=Xitπ  

( ) 213 0.01x+0.6x-0.6log =Xitπ  

( ) 211 0.005x+9.7x--1.4log模型二：  Xit =π  

( ) 212 0.05x1.1x--2.5log +=Xitπ  

( ) 213 0.02x+0.4x-0.7log =Xitπ  
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( ) 211 0.004x+9.8x--1.5log模型三：  Xit =π  

( ) 212 0.04x1.2x--2.6log +=Xitπ  

( ) 213 0.015x+0.5x-0.65log =Xitπ  

因此，在給定各組模型之參數後，便可以計算出其二元反應變數

成功的機率如下 

( ) { } ( )
( ) 3,2,1,

exp1
exp

1 =
+

==== i
x

x
xXYPx

i
T
i

i
T
i

iii β
β

π ， 

可依此成功機率，生成各組之二元資料。重複 1000 次，針對每一次

的資料利用本文建議之統計方法，建構其成對多重比較之 95％信賴

束。若三組信賴束皆可包含其個別真實模型差異的曲線，則視為成功

覆蓋一次，累計此成功覆蓋次數，便可計算此一 95％信賴束之成功

覆蓋機率，如表五所示。 

表五顯示本文所題方法建構之信賴束，隨著各組人數增加，其覆

蓋機率會逼近 95％。模型二顯示樣本數至少為 150，另兩個模型則至

少為 200 時，此一聯合信賴束之覆蓋機率才會合理的維持在 95％。 

表五：模擬三組成對比較之覆蓋機率 

各組樣本數 模型一 模型二 模型三

50 0.845 0.893 0.857 

100 0.873 0.912 0.884 

150 0.928 0.949 0.932 

200 0.945 0.961 0.953 

250 0.963 0.957 0.958 

300 0.952 0.955 0.949 
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第六章  討論與未來研究 

如果資料是屬於連續型變數，Hsu (1996)針對組與組平均數之差

異的多重比較做了深入的研究以及詳盡的整理。Spurrier (1999)則是

考慮當實驗對象具一個共變數時，利用線性迴歸模型進行多重比較。

Liu et al. (2004) 則是完成許多線性迴歸模型多重比較的推廣及改

進。本文則是考慮實務上常見的離散型資料，研究廣義線性模式的多

重比較。 

本文建議針對各組離散型資料，先行配適廣義線性迴歸模型，然

後建立成對模型差異的信賴束進行多重比較，其中所需臨界值則藉模

擬估計得之。事實上，在模擬的過程中，對應的共變異數矩陣未必為

實對稱且正定，因此彈性作法是，只要比較中有一個實對稱且正定的

共變異數矩陣，則可藉之模擬估計臨界值。 

另外，本文僅討論模型的成對比較。若應用所需，也可延伸此一

研究進行多對一或相鄰處理組的多重比較。可能的作法是修正所需的

共變異數矩陣及模擬建立信賴束所需之臨界值。 

最後，此一多重比較應該可以適度修正進行最大安全劑量

（MAXSD）和最低有效劑量（MED）的研究。當臨床試驗中具病人

相關共變數時，MAXSD 及 MED 皆可能與此共變數有關。這些都是

未來可以繼續推廣應用的研究方向。 
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附錄一  實例一原始資料 
 

Dose group Smoking Binary Age 

1 1 1 none 
  0 25,36,33,36,48,38,30,52,48,41,29,49,51,47,36 
   35,48,43,46,49,35,33,34,23,32,49,31,31,34,40 
   58,35,34,16,36,54,37,43,42,55,32,41,47,17,42 
   33,33,39,31,36 
 0 1 38,42,43,34,41,38,50,46 
  0 21,56,53,36,36,41,34,29,28,42,38,33,28,56,48 
   46,50,35,38,47,35,45,35,51,24,44,33,27,51,35 
      19,57,20,26,43,32,38,27,35,46,50 

2 1 1 none 
  0 39,38,25,37,44,50,29,50,32,34,35,48,22,39,45 
   39,56,28,47,20,48,50,34,42,40,33,49,48,59,28 
   52,40,33,33,32,44,52,56 

 0 1 37,23,45,26,32,23,42,42,45,43 
  0 36,44,40,42,31,23,38,42,36,41,38,43,31,31,32 
      23,38,56,52,36,26,42,37,45,44,31,19,46,29,55 
3 1 1 23,22,50,45 
  0 38,37,44,54,16,21,40,44,24,56,36,39,40,50,54 
   50,55,47,45,45,38,49,53,35,21,46,32,55,29,51 
   40,36,36,52,30,42 

 0 1 49,42,33,32,51,50,64,39,37,35,58,43 
  0 42,47,45,37,40,33,34,42,28,41,40,24,40,41,33 
   49,45,49,33,25,28,33,58,27,44,33,39,33 
4 1 1 57,53,25,51 
  0 29,27,27,47,46,35,34,55,57,53,48,42,44,38,29 
   42,49,26,47,31,12,27,25,33,41,39,34 
 0 1 33,42,45,45,36,38,22,50 
  0 32,34,35,27,23,42,42,39,36,40,42,39,29,41,39 
      45,51,41,40,36,25,17 
5 1 1 47,22,20,33,46,50,40,40 
  0 59,32,39,35,25,31,35,47,45,32,32 
 0 1 12,35,45,53,57,36,55,40,47,33,30,25,24,50 
  0 17,45,45,62,35,19 
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6 1 1 33,46,50,40,40,48,65,30,46,34,60,37,30,53,38 
   54,33,38,42,25,27,43,44,30,41,48,33,42,42,29 
   36,47,25,43,22 
  0 47,45,32,32,29,27,63,41,24,32,39,45,38,37 
 0 1 66,43,41,49,27,60,39,49,26,32,29,47,65,45,36 
   33,38,38,41,40,55,33,38,17,63,34,38,34,28,34 
   33,24,37,48,42,34,42,30 
    0 40,42,26,71,50,32,23,35,45,26,40 
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附錄二  案例二原始資料 

 
病患編號 治療前蛀牙個數 治療後蛀牙個數 研究中心 實際年齡 治療方法

1 7 11 1 13 W 
2 20 24 1 17 W 
3 21 25 1 16 W 
4 1 2 1 13 W 
5 3 7 1 10 W 
6 20 23 1 17 W 
7 9 13 1 13 W 
8 2 4 1 9 W 
9 11 13 1 14 SF 
10 15 18 1 14 SF 
11 7 10 1 11 APF 
12 17 17 1 15 APF 
13 9 11 1 11 APF 
14 1 5 1 7 APF 
15 3 7 1 11 APF 
16 10 14 2 16 W 
17 13 17 2 16 W 
18 3 4 2 7 W 
19 4 7 2 11 W 
20 4 9 2 15 W 
21 15 18 2 14 SF 
22 6 8 2 11 SF 
23 4 6 2 9 SF 
24 18 19 2 17 SF 
25 11 12 2 14 SF 
26 9 9 2 13 SF 
27 4 7 2 9 SF 
28 5 7 2 9 SF 
29 11 14 2 15 SF 
30 4 6 2 10 SF 
31 4 4 2 10 APF 
32 7 7 2 15 APF 
33 0 4 2 11 APF 
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34 3 3 2 9 APF 
35 0 1 2 9 APF 
36 8 8 2 16 APF 
37 2 4 3 8 W 
38 13 18 3 16 W 
39 9 12 3 14 W 
40 15 18 3 16 W 
41 13 17 3 12 W 
42 2 5 3 8 W 
43 9 12 3 14 W 
44 4 6 3 9 SF 
45 10 14 3 15 SF 
46 7 11 3 14 SF 
47 14 15 3 13 SF 
48 7 10 3 12 SF 
49 3 6 3 12 SF 
50 9 12 3 14 SF 
51 8 10 3 13 SF 
52 19 19 3 14 SF 
53 10 13 3 14 SF 
54 10 12 3 14 APF 
55 7 11 3 11 APF 
56 13 13 3 14 APF 
57 5 8 3 9 APF 
58 1 3 3 11 APF 
59 8 9 3 12 APF 
60 4 5 3 14 APF 
61 4 7 3 10 APF 
62 14 14 3 12 APF 
63 8 10 3 11 APF 
64 3 5 3 11 APF 
65 11 12 3 16 APF 
66 16 18 3 15 APF 
67 8 8 3 10 APF 
68 0 1 3 6 APF 
69 3 4 3 7 APF 
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