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摘要 

    為研究高可靠度工業產品在正常使用條件下之失效時間，經常將其 

置於較嚴苛的環境應力中，然後觀察產品品質特性隨時間衰變的過程，

稱為加速衰變試驗。加速衰變的品質特性經常是非遞增或非遞減的，所

以，品質特性的減量或增量為非負之隨機變數。本文在此一隨機變數為

廣義伽瑪分布之假設下，推論在正常使用情形下，有 p%100  產品失

效的時間，稱之為 p 分位失效時間，記作 pt 。除根據最大概似估計求

出 pt  
的信賴下界，也應用貝氏方法求得 pt  

的可信下界。本文以模擬

研究上述推論方法之涵蓋機率，結果顯示 pt  
信賴下界的涵蓋機率在小

樣本時無法維持其信賴水準；但是， pt  
可信下界之涵蓋機率與信賴水

準相近。最後，本文分析一組資料，說明上述推論方法之應用。 

 

 

關鍵字：加速衰變測試、信賴下界、可信下界、廣義伽瑪分配、p 分位 

        失效時間 
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Abstract 

In order to study the failure time of industrial product of high 

reliability under normal situation, we usually observe its 

quality characteristics (QC) degraded over time under some more 

severe stress conditions which is called an accelerated 

degradation test. Because the accelerated degradation QC is often 

non-increasing or non-decreasing, the QC decrement or increment 

is a nonnegative random variable. Assume that the random variable 

is distributed according to a generalized gamma distribution, the 

p quartile failure time ( pt ) is of interest at which p%100  of 

products reach the threshold value of QC. In addition to obtaining 

the confidence lower bound of pt  
based on its maximum likelihood 

estimate, we also find the credible lower bound of pt . A 

simulation study is conducted to investigate the performance of 

the proposed lower bounds. The results show that the coverage 

probability of the confidence lower bound of pt  is not able to 

maintain its confidence level, while the credible lower bound of 

pt  
holds well its confidence level. Finally, a real data set is 

illustrated to demonstrate the application of the proposed lower 

bounds.  

 

 

Key word: Accelerated degradation test, confidence lower bound,  

          credible lower bound, generalized gamma distribution,  

          p quartile failure time 
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第一章 研究動機及目的 

    在工業上，研究產品壽命是一個重要的問題。產品在某一段特定時

間內，能夠正常運作的機率稱為產品的可靠度 (reliability)。目前在

科技進步下，發展出許多高可靠度的產品。因為高可靠度產品在正常情

況下不易損壞，如欲研究其壽命，需要較長的時間才能紀錄其損壞的時

間資訊，因此，一般會使用加速壽命試驗 (accelerated life test，

簡記ALT) 或加速衰變試驗 (accelerated degradation test，簡記ADT) 

解決此類的問題。 

    加速壽命試驗是指研究者選擇一個或多個可控制的有效環境應力   

(environmental stress)，如電壓，濕度，溫度等，將產品置於比正常

操作條件較嚴苛的環境應力中，觀察產品壽命的試驗。此研究方法可以

在較短時間內觀測到產品壽命的資訊，但是對於較不易損壞的高可靠度

產品，此方法的幫助仍是有限的。 

    加速衰變試驗是指將產品置於較嚴苛的環境應力，然後觀察產品品

質特性 (quality characteristic) 隨時間經過衰變的過程。令 fy  為

品質特性反應值的門閥值 (threshold value)。假設品質特性反應值愈

高 (低)，代表品質衰退，則當產品品質特性反應值高於 (低於) fy  時，

即判定產品失效。若可以建立衰變品質特性與環境應力水準及時間的統

計模式，則可以使用外插法利用模式推知產品在正常環境使用下的失效
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時間。一般而言，加速衰變試驗比加速壽命試驗更能夠有效縮短試驗的

時間，並且提供較多產品品質的訊息，故本文研究在加速衰變試驗下，

如何有效地評估產品維持品質的時間。 

    令 Yሺtሻ 為產品使用 t 單位時間後的產品品質特性。假設產品品

質特性值越高代表產品品質越差，則當品質特性高於門閥值 fy ，即表

示產品失效 (圖一上)。令 T 為產品品質特性第一次抵達門閥值的時間，

則 p分位失效時間，記作 pt ，其中 1p0   ，滿足下列等式： 

                   ሻyሻPሺYሺtሻtPሺTp fpp  。              (1.1) 

反之當產品品質特性值越低代表產品品質越差 (圖一下)，則 pt   滿足

下列等式： 

                   ሻyሻPሺYሺtሻtPሺTp fpp  。              (1.2) 

實務上p的值經常設為0.01或0.05 。 (1.1) 或 (1.2) 皆表示經過 pt  

的使用時間後，會有 p%100  的產品會失效。此時參數 pt   提供了產

品有效時間的資訊，而如何有效地估計 pt   正是本文主要探討的問題。 

    在加速衰變試驗中，因為衰變的品質特性會隨著時間經過而有所變

化，一般是使用隨機過程描繪該反應變數的衰變現象。 Whitmore 與

Schenkelberg (1997) 應用韋能隨機過程 (Wiener process) 描述衰變

的品質特性，但是衰變的品質特性通常具有單調 (Monotone) 的性質，

亦即前後品質特性的差異恆為非正或非負，不符合韋能隨機過程所述的
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現象：前後品質特性差異為常態分布，可能為正數，也可能為負數的情

形。因此， Park 與 Padgett (2005) 建議應用伽瑪隨機過程描述品質

特性的衰變過程。 魏郁昇 (2013) 分別針對韋能及伽瑪隨機過程描述

衰變的品質特性，進一步建議應用貝氏方法 (Bayesian method) 估計 p

分位失效時間的可信下界 (credible lower bound)。 

    為建立描述品質特性與時間及應力水準的線性模式， Whitmore 與 

Schenkelberg (1997) 建議先對時間做指數轉換，並且將應力水準用阿

瑞尼斯 (Arrhenius) 轉換，然後根據在不同的應力水準下，受試產品

隨時間經過測得的反應值，利用最大概似估計法配適線性模式。 Park 

與 Padgett (2005) 則假設品質特性的增量服從伽瑪分布，其中的尺度

參數為常數，形狀參數則與時間及應力水準有關。雖然 Park 與 

Padgett (2005) 推導出第一次抵達品質特性門閥值之時間 T 的分布，

但是此一分布十分複雜，故建議利用近似估計方法求得 p 分位失效時間 

pt 。因為伽瑪分布是一個特定的右偏分布，為能在實務中分析加速衰變

試驗結果，本文擬在品質特性增量服從廣義伽瑪分布 (generalized 

gamma distribution) 之情形，探討 pt  的估計。 
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    實務上產品經常會不斷地推陳出新，新一代的產品通常是改良前一

代的產品或增加新的功能，因此，在評估新一代的產品可靠度時，可以

利用前一代產品測試的資訊作為新一代產品的先驗資訊或先驗分布

(prior distribution)。本文考慮應用貝氏方法，依據現有測試資料調

整上述的先驗分布，獲得新一代產品品質特性的後驗分布 (posterior 

distribution)，進一步求得 pt  
的貝氏估計，並且求出 pt  

的 

αሻ%100ሺ1  可信下界，以提供產品的最短有效使用時間。 

    本文第二章回顧加速衰變試驗下，衰變的品質特性增量為伽瑪隨機

過程時，p 分位失效時間 pt  的最大概似估計及貝氏估計。第三章在加

速衰變試驗下，就品質特性增量服從廣義伽瑪分布之下，求出失效時間 

pt   的最大概似估計式及貝氏估計，並且分別建立 pt  的信賴下界及可

信下界。本文執行一個模擬工作，研究在各種特定隨機過程假設下，其 

pt  估計式的偏誤和標準差，以及 pt  
信賴下界及可信下界與真值的距

離及其涵蓋機率。模擬過程及結果展示在第四章。第五章使用一筆加速

衰變測試資料說明本文所提模式及方法的應用。 
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第二章 文獻回顧 

伽瑪隨機過程 

    針對衰變中品質特性的增量為非負的情況， Park 與 Padgett 

(2005) 利用伽瑪隨機過程描繪此一增量隨時間變化的過程。令 

ሽ 0t  ,Yሺtሻ ሼ   為產品在經過 t 時間衰變的品質特性，則 

1. 0Yሺ0ሻ ， 

2. ሻYሺtሻYሺt 12   和 ሻYሺtሻYሺt 23   互相獨立， 321 ttt0  ，即 Yሺtሻ 有

獨立的增量， 

3. YሺtሻΔtሻYሺtΔYሺtሻ   服從形狀參數 (shape parameter) 為 µΔt，尺

度參數 (scale parameter) 為 η 的伽瑪分布。 

此處衰變品質特性的增量服從伽瑪分布，簡記 ηሻΓሺµΔt,~ΔY 。因此，當

產品品質特性的值越高代表產品品質越差時，產品品質特性的 p分位失

效時間 pt  可由下式求得 

              





y µt

p

η
y

1µt

fpp
f p

p

dy
ηµtΓ
ey

ሽyሻPሼYሺtሻtPሺTp  。        (2) 

    Nelson (1990) 認為阿瑞尼斯 (Arrhenius) 方程式可以解釋工業

產品的衰變趨勢與溫度應力水準的關係。若 0s  及 Ms  分別為應力水準

的最低與最高水準，則此方程式為 

ሻ1/sሺ1/s
1/sሻሺ1/s

ሻሺ
M0

0




s 。 
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事實上，透過此一轉換，可得 1ሺsሻ0  。令 ijkY  為第 i 個應力水準

下的第 j 個產品，在第 k 個時間點的衰變品質特性，其中 I,1,2,i  ，

J,1,2,j  ， K,1,2,k  。當衰變的品質特性為一個韋能隨機過程，Nelson 

(1990) 提出的模式如下： 

ሻσBሺtሻtdሺsyሻYሺt ijkijki0ijk  。 

其中 ሻሺsββ
i

i10eሻdሺs  ， ሻBሺt ijk  是平均數為 0，變異數為 t 的標準布朗

運動，簡記為 tሻNሺ0,~ሻBሺt ijk 。事實上，品質特性增量 1ሻijሺkijkijk yyΔy   

服從常態分布，其平均數為 ijki tሻdሺs  ，變異數為 ijk
2 Δt σ ，簡記為 

ሻΔt σ,Δt ሻNሺdሺs~ΔY ijk
2

ijkiijk ，其中 1ሻijሺkijkijk ttΔt  。 

    魏郁昇 (2013) 考慮品質特性增量 ijkΔy  服從形狀參數 (shape 

parameter) 為 ijki t ሻdሺs  ，尺度參數 (scale parameter) 為 η 的伽瑪

分布，簡記為 ηሻ,ΔtΓሺe~Δy ijk
ሻሺsββ

ijk
i10  。令 ηሻ,β,ሺβθ 10

~
 ， 

其機率密度函數為 

 
 

    ijki
Δtsd

η

Δy
1Δtsd

ijk

~
ijk

ΔtsdΓη

eΔy
θ|Δyf

ijki

ijk

ijki




 ， 0Δy ijk  ， 

所以，概似函數 (Likelihood function) 為 

 
 

    
  





I

1i

J

1j

K

1k ijki
Δtsd

η

Δy
1Δtsd

ijk

~
ijk

ΔtsdΓη

eΔy
θ|ΔyL

ijki

ijk

ijki

， 0Δy ijk  ， 
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而自然對數概似函數 (Log likelihood function) 則為 

   
~

ijk θ|ΔylogL  

           
   









I

1i

J

1j

K

1k
ijki

Δtsdijk
ijkijki ΔtsdΓlnηln

η

Δy
Δy ln 1Δtsd ijki 。 

令   0θ|ΔylogL
θ ~

ijk

~





 
，則對應的估計方程組為 

  
 

~
ijk

0

θ|ΔylogL
β


 

           
  















I

1i

J

1j

K

1k
ijki

Δtsdijk
ijkijki

0

0ΔtsdΓlnηln
η

Δy
Δyln1Δtsd

β
ijki ，

 

  
 

~
ijk

1

θ|ΔylogL
β


 

       
  















I

1i

J

1j

K

1k
ijki

Δtsdijk
ijkijki

1

0ΔtsdΓlnηln
η

Δy
Δyln1Δtsd

β
ijki ，

 

  
 

~
ijk θ|ΔylogL

η


 

       
  















I

1i

J

1j

K

1k
ijki

Δtsdijk
ijkijki 0ΔtsdΓlnηln

η

Δy
Δyln 1Δtsd

η
ijki 。

 

求得估計方程組的解後，再對其參數 0β 、 1β  及 η 進行第二次偏微

分，可得到海森矩陣 (Hessian matrix)。若海森矩陣行列式值 

(determinant) 小於 0，則上述解即為參數的最大概似估計值(maximum 

likelihood estimate，簡記 MLE)。 
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    將上述參數的 MLE 代入公式 (2)，可以估計正常使用應力水準 0s  

之下的 p 分位失效時間，記作 G
pt 。因為 G

pt̂  的分布非常複雜且難以求

得，而且 G
pt̂  

為非負的參數，魏郁昇 (2013) 使用自助抽樣法 

(Bootstrap) 求得 G
pt̂  的標準差，因此可推得 G

pt  的 αሻ%100ሺ1  信賴

下界，簡記為 

ሻtSDሺztt G
pα

G
p

G
Lp,

ˆˆˆ  ， 

其中 αz   為標準常態分布的上 α  百分位。 

    假設利用前一代產品測試結果，得到 t
10 ሻβ,ሺβ  的先驗分布為二維常

態分布 (Bivariate Normal Distribution)，簡記為 

ሻΣ,ሻµ,BVNሺሺµ~ሻβ,ሺβ 22
t

ββ
t

10 10  ，其中 











 2

βββ

ββ
2
β

22

110

100

σσρσ

σρσσ
Σ 。 

有關 η 的先驗分布為形狀參數 α，尺度參數 β  的伽瑪分布，並且 

t
10 ሻβ,ሺβ  與 η 相互獨立。因此， 

~
θ 的後驗分布為 

 

     ሻ  ηሺሻπβ,ሺβπ
ΔtsdΓη

eΔy
ሻθሺ ሻπθ|yfሺΔyΔ|θπ 2101

I

1i

J

1j

K

1k ijki
Δtsd

η

Δy
1Δtsd

ijk

~~
~
ijk

~~ ijki

ijk

ijki


  









 。 
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    由於後驗分布相當複雜，因此在設定的先驗分布及概似函數之下，

使用 Winbugs，應用蒙地卡羅-馬可夫演算法(MCMC)或 Gibbs sampling 

演算法生成來自後驗分布 ሻω,λ,β,ሺβሻω,λ,β,ሺβ ሺNሻሺNሻሺNሻ1,ሺNሻ0,ሺ1ሻሺ1ሻሺ1ሻ1,ሺ1ሻ0,   ...  ，，  的

值 。 將 這 些 參 數 值 代 入 公 式  (2) 求 得 來 自 該 後 驗 分 布 的 

ሺNሻp,1ሻሺNp,ሺ2ሻp,ሺ1ሻp, tttt   。之後將這些從後驗分布得到的 pt  加總並

且取其平均即為貝氏估計，簡記為 /Ntt
N

1i
ሺiሻp,

G
p 



~ ，進一步也可以得到 

αሻ%100ሺ1  貝氏可信下界，簡記為 αሿሻሺሾNp,
G
Lp, tt ~~  ，其中 αሿ N[  為最小或

等於 α N  的最大整數。 
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第三章 p 分位失效時間的估計 

    本章考慮在 I 個應力水準下，各有 J 個不同產品施以加速衰變試

驗。令 ijkY  為第 i 個應力水準下的第 j 個產品，在第 k 個時間點的

衰變品質特性，其中 I,1,2,i  ， J,1,2,j  ， K,1,2,k  。本章將針對

衰變品質特性的增量服從廣義伽瑪分布，討論其 p分位失效時間之最大

概似估計及貝氏估計。 

廣義伽瑪隨機過程 

    針對衰變中品質特性的增量為非負的情況，利用廣義伽瑪隨機過程

描繪此一增量隨時間變化的過程。令 ሽ0t,Yሺtሻሼ   為產品在經過 t 時

間衰變的品質特性，則 

1. 0Yሺ0ሻ ， 

2. ሻYሺtሻYሺt 12   和 ሻYሺtሻYሺt 23   互相獨立， 321 ttt0  ，即 Yሺtሻ 有

獨立的增量， 

3. YሺtሻΔtሻYሺtΔYሺtሻ   服從尺度參數 (scale parameter) 為 µΔt，兩

個恆正形狀參數 (shape parameter) 為 λ  及 ω (圖二) 的廣義伽

瑪分布。 
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此處衰變品質特性的增量服從廣義伽瑪分布，簡記 ωሻλ,µΔt, GGሺ~ΔY 。

因此，當產品品質特性的值越高代表產品品質越差時，產品品質特性的

p 分位失效時間 pt  可由下式求得 

           
 













y

µt
y

1λωλω
pfpp

f

λ

p dyeyµt
ωΓ
λ

ሽyሻPሼYሺtሻtPሺTp 。    (3) 

3.1 最大概似估計 

    考慮品質特性增量 ijkΔy  服從尺度參數 (scale parameter) 為 

ijki t ሻdሺs  ，兩個恆正形狀參數 (shape parameter) 為 λ  及 ω 的廣義

伽瑪分布，簡記為 ωሻλ,,ΔteGGሺ~Δy ijk
ሻሺsββ

ijk
i10  。令 ωሻλ,,β,ሺβθ 10

~
 ， 

其機率密度函數為 

   
    

λ

ijk
is1β0β

ijk

i10
Δte

Δy

1λω
ijk

λω

ijk
sββ

~
ijk eΔyΔte

ωΓ
λ

θ|Δyf





















 ， 0Δy ijk  ， 

所以，概似函數 (Likelihood function) 為 

   
    


  




















I

1i

J

1j

K

1k

Δte

Δy

1λω
ijk

λω

ijk
sββ

~
ijk

λ

ijk
is1β0β

ijk

i10 eΔyΔte
ωΓ
λ

θ|ΔyL


 ， 0Δy ijk  ， 

而自然對數概似函數 (Log likelihood function) 則為 

  
~

ijk θ|ΔylogL
 

 
 

      
  
















I

1i

J

1j

K

1k

λ

ijk
sββ
ijk

ijkijk
sββ

Δte

Δy
Δyln1λωΔteλω

ωΓ
λ

 ln
i10

i10


 。 
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令   0θ|ΔylogL
θ ~

ijk

~





，則對應的估計方程組為 

 

 
~

ijk
0

θ|ΔylogL
β


     

 
       0

Δte

Δy
Δyln1λωΔteλω

ωΓ
λ

 ln
β

I

1i

J

1j

K

1k

λ

ijk
sββ
ijk

ijkijk
sββ

0
i10

i10 














 
  





 ， 

 

 
~

ijk
1

θ|ΔylogL
β


  

 
       0

Δte

Δy
Δyln1λωΔteλω

ωΓ
λ

 ln
β

I

1i

J

1j

K

1k

λ

ijk
sββ
ijk

ijkijk
sββ

1
i10

i10 














 
  





 ， 

  
~

ijk θ|ΔylogL
λ


 

 
 

       0
Δte

Δy
Δyln1λωΔteλω

ωΓ
λ

ln
λ

I

1i

J

1j

K

1k

λ

ijk
sββ
ijk

ijkijk
sββ

i10

i10 














 
  





 ， 

 

 
~

ijk θ|ΔylogL
ω


 

   
       0

Δte

Δy
Δyln1λωΔteλω

ωΓ
λ

ln
ω

I

1i

J

1j

K

1k

λ

ijk
sββ
ijk

ijkijk
sββ

i10

i10 














 
  





 。

 

求得估計方程組的解後，再對其參數 0β 、 1β 、 λ  及 ω 及進行第二

次偏微分，可得到海森矩陣 (Hessian matrix)。若海森矩陣行列式值

小於 0 ，則上述解即為參數的最大概似估計值(maximum likelihood 

estimate，簡記 MLE)。 
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    將上述參數的 MLE 代入公式 (3)，可以估計正常使用應力水準 0s  

之下的 p分位失效時間，記作 GG
pt 。因為 GG

pt̂  的分布非常複雜且難以求

得，而且 GG
pt̂  

為非負的參數，本文使用自助抽樣法 (Bootstrap) 求得 

GG
pt̂  的標準差，因此可推得 GG

pt  的 αሻ%100ሺ1  信賴下界，簡記為 

ሻtSDሺztt GG
pα

GG
p

GG
Lp,

ˆˆˆ  ， 

其中 αz   為標準常態分布的上 α  百分位。 

3.2 貝氏估計 

    假設利用前一代產品測試結果，得到 t
10 ሻβ,ሺβ  的先驗分布為二維常

態分布 (Bivariate Normal Distribution)，簡記為
 

ሻΣ,ሻµ,BVNሺሺµ~ሻβ,ሺβ 22
t

ββ
t

10 10  ，其中 











 2

βββ

ββ
2
β

22

110

100

σσρσ

σρσσ
Σ 。 

有關 λ  的先驗分布為比率參數 (rate parameter) ξ  的指數分布 

(Exponential Distribution)， ω 的先驗分布為形狀參數 α，尺度參

數 β 的伽瑪分布。並且 t
10 ሻβ,ሺβ 、 ξ  與 ω 相互獨立。因此， 

~
θ 的

後驗分布為 

ሻθሺ ሻπθ|yfሺΔyΔ|θπ
~~

~
ijk

~~






  

 
    

ሻ ω ሺሻπ λ ሺሻπβ,ሺβπeΔyΔte
ωΓ
λ

32101

I

1i

J

1j

K

1k

Δte

Δy

1λω
ijk

λω

ijk
sββ

λ

ijk
is1β0β

ijk

i10
  






















 。 
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    由於後驗分布相當複雜，因此在設定的先驗分布及概似函數之下，

使用 Winbugs ，應用蒙地卡羅-馬可夫演算法(MCMC)或 Gibbs sampling 

演算法生成來自後驗分布 ሻω,λ,β,ሺβሻω,λ,β,ሺβ ሺNሻሺNሻሺNሻ1,ሺNሻ0,ሺ1ሻሺ1ሻሺ1ሻ1,ሺ1ሻ0,   ...  ，，  的值。

將 這 些 參 數 值 代 入 公 式  (3) 求 得 來 自 該 後 驗 分 布 的

ሺNሻp,1ሻሺNp,ሺ2ሻp,ሺ1ሻp, tttt   。之後將這些從後驗分布得到的 pt  加總並

且取其平均即為貝氏估計，簡記為 /Ntt
N

1i
ሺiሻp,

GG
p 



~ ，進一步也可以得到

αሻ%100ሺ1  貝氏可信下界，簡記為 αሿሻሺሾNp,
GG
Lp, tt ~~  ，其中 αሿ N[  為最小或

等於 α N  的最大整數。 
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第四章 模擬研究 

4.1 模擬方法 

    本章利用模擬研究探討在不同隨機過程假設下，p 分位失效時間的

估計偏誤 (Bias) 與均方誤差 (MSE)，亦探討對應的信賴下界與可信下

界的覆蓋機率。由於廣義伽瑪分布包含伽瑪分布 ( 1λ  ) 及韋伯分布

( 1ω  ) 等分布，故本文分別在  ωሻ1,λ,ΔteGGሺ~Δy ijk
ሻሺsββ

ijk
i10   、

1ሻωλ,,Δte GGሺ~Δy ijk
ሻሺsββ

ijk
i10  

 
及 ωሻλ,,ΔteGGሺ~Δy ijk

ሻሺsββ
ijk

i10 

 
之下生成

資料 (表一至表三)，並針對廣義伽瑪及伽瑪隨機過程，將上述 MLE 當

成先驗分布的平均數 (Prior mean)，其變異數為 MLE 變異數放大 10 

倍。本研究中亦考慮樣本數為 5 或 10 情況，觀察對最大概似估計及

貝氏估計所造成的影響。另外，考慮先驗分布中 ሻβ,ሺβ 10  的相關係數為 

0 或 -0.2 (表二及表三)。 

    本模擬研究重複次數為 500 次，估計 0.01 分位失效時間 ( 0.01t )，

並且根據最大概似估計求出 pt  
的 %95  信賴下界，也應用貝氏方法求

得 pt  
的可信下界。其模擬得到的偏誤、標準差、均方誤差、距離及覆

蓋率都會展示於 4.2 節，其中最大概似估計法及貝氏方法的偏誤分別為

ሿttEሾ 0.010.01 ˆ
 及 ሿttEሾ 0.010.01 

~ 、標準差分別為 Sd( 0.01t̂ ) 及 Sd( 0.01t~ )、均

方誤差分別為 2
0.010.01 ሿttEሾ ˆ

 及 2
0.010.01 ሿttEሾ ~ 、 pt  

與信賴下界及可信下

界之距離分別為 ሿtEሾt L0.01,0.01
ˆ  及 ሿtEሾt L0.01,0.01

~ 、和信賴下界及可信下界
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的覆蓋率分別為 ሻttPሺ 0.01L0.01, ˆ
 及 ሻttPሺ 0.01L0.01, 

~ 。 

4.2 模擬結果 

    在樣本數為 5 時，使用最大概似估計求得 pt  
的信賴下界如表一 

(a) 所示，在廣義伽瑪分布之假設下的覆蓋率有不足的情形，而在伽瑪

分布之假設下覆蓋率不是低估就是高估的情形。但是使用貝氏方法求得 

pt  
的可信下界如表二 (a) 及表三 (a) 所示，在廣義伽瑪分布之假設

下較能夠維持 95% 覆蓋率情形，而在伽瑪分布之假設下覆蓋率依舊不

是低估就是高估的情形，且使用貝式方法較能改善 pt  
的偏誤、標準差

及均方誤差。 

    在樣本數為 10 時，使用最大概似估計求得 pt  
的信賴下界如表一

(b) 所示，在廣義伽瑪分布之假設下的覆蓋率依舊有不足的情形，而在

伽瑪分布之假設下覆蓋率依舊不是低估就是高估的情形。但是使用貝氏

方法求得 pt  
的可信下界如表二 (b) 及表三 (b) 所示，在廣義伽瑪分

布之假設下較能夠維持 95% 覆蓋率情形，而在伽瑪分布之假設下覆蓋

率依舊不是低估就是高估的情形，且使用貝式方法較能改善 pt  
的偏誤、

標準差及均方誤差。 
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    結果顯示在廣義伽瑪分布之假設下 pt  
信賴下界的涵蓋機率在小

樣本時無法維持其信賴水準；但是， pt  
可信下界之涵蓋機率與信賴水

準相近。但不論在最大概似估計及貝氏估計下，在廣義伽瑪分布之假設

所求得的 pt  
估計皆比伽瑪分布之假設下合理，並且隨著樣本數提升，

也確實能夠有效改善偏誤、標準差及均方誤差。 
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第五章 實例分析 

    本文使用一筆加速衰變的測試資料 (Whitmore 與 Schenkelberg，

1997) 說明第三章所提及最大概似估計及貝氏估計的應用。此一加速衰

變測試研究的是自動調節加熱電纜 (Self-regular heating cable) 的

p 分位失效時間 pt  。隨著使用時間增加，電纜表面會逐漸氧化，使得

電纜的電阻上升，就電功率公式 ( /RVIVP 2 ) 而言，在電壓 (V) 不

變之下，若電阻 (R) 上升，會導致電流 (I) 下降，進而造成電纜無法

加熱至應有的溫度水準，即可判定產品失效。 

    上述資料有三個不同的溫度應力，在每一個應力下有五個物件進行

加速衰變測試，並且每一個物件都在相同的時間點量測，但是不同應力

下量測的時間點會有所不同。另外，在溫度為 240 度 (攝氏) 下，第

五個物件最後一個量測的時間點出現了一個遺失值 ( Missing value )，

該篇作者解釋這個遺失值是在測試中，因為固定裝置脫落，所以無法量

測到該產品的品質特性，為了方便計算，使用其他四個物件的平均數加

以補值。不同應力水準下產品品質特性隨時間衰變的過程如圖三所示。

本文亦使用盒鬚圖 (Boxplot) 觀察不同應力水準下，產品品質特性單

位時間增量 (即將產品品質特性的增量與時間增量相除)，如圖四所

示。 
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5.1 廣義伽瑪隨機過程  

    假設衰變品質特性的增量服從廣義伽瑪分布。利用本文第三章介紹

使用最大概似估計法和貝氏方法，分別求出該產品 0.01t  的點估計和信

賴下界及可信下界。藉由最大概似估計法求得 ωሻλ,,β,ሺβθ 10
~


 
的最大概

似估計值為 (-13.301,4.211,0.266,11.959)，對應的 p 分位失效時間

之 MLE 為 943.11ˆ GG
0.01t  ，藉由自助抽樣法估計 GG

0.01t̂  的標準差為 

0.275 ，因此可得 0.01t  的 %95  信賴下界為 11.490 ，亦即有 %95  的

信心可以保證該產品在正常使用 11.490 (千小時)，約略 1.3 年，會

有 %1  的產品將無法達到應有的輸出水準。 

    由於從資料中的變異數共變數矩陣 (Variance-Covariance matrix) 

顯示 0β̂ 、 1β̂  兩者之間的相關係數為 -0.2 ，在此一資料分析中，考

慮 t
10 ሻβ,ሺβ  先驗分布的相關係數為 0 或 -0.2 。本章亦利用 DIC 

(Deviance information criterion) 評斷先驗分布的變異數放大十倍

對模型的優劣。假設先驗分布分別為 ሻΣ,ሻµ,BVNሺሺµ~ሻβ,ሺβ 22
t

ββ
t

10 10  、 

ሻ ξ Expሺ~λ  以及 βሻΓሺα,~ω ， 本章將針對表四 (a) 的四種方案中，分

別探討貝氏估計 GG
0.01t~  及其可信下界 GG

L0.01,t~ ，最後利用 DIC 作為模型選

擇的依據。 
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    由表五 (a) 的分析結果得知，當 0.2ሻβ,Corrሺβ 10   時，其 DIC 與

0ሻβ,Corrሺβ 10  的情形相仿，並且因為多一個參數反而增加了計算上的

麻煩。此外當先驗分布的變異數為 MLE 估計時，貝氏估計的 GG
0.01t~  皆小

於 943.11ˆ 0.01t ，因此貝氏方法在此條件下對應產品的保證使用時間傾

向保守，但是，還是可能是 MLE 所低估的變異數使然。當先驗分布的

變異數為 MLE 放大十倍的估計時，貝氏估計的 GG
0.01t~  結果皆大於

943.11ˆ 0.01t ，因此，貝氏方法在此條件下對應產品的保證使用時間傾向

樂觀。在圖五 (a) 所示，左圖為 0ሻβ,Corrሺβ 10 及右圖為 0.2ሻβ,Corrሺβ 10   

皆可得知，當先驗分布的平均數不在原來估計值附近時，對 GG
0.01t~  估計

所產生的影響，亦可得知當 0ሻβ,Corrሺβ 10  情況下， 0β  及 1β  符合假

設無交互作用。 

5.2 伽瑪隨機過程  

    假設衰變品質特性的增量服從伽瑪分布。利用本文第二章介紹使用

最大概似估計法和貝氏方法，分別求出該產品 0.01t  的點估計和信賴下

界及可信下界。藉由最大概似估計法求得 ηሻ,β,ሺβθ 10
~


 
的最大概似估計

值為 (-1.178,3.142,5.435)，對應的 p 分位失效時間之 MLE 為 

696.14ˆ G
0.01t ，藉由自助抽樣法估計 G

0.01t̂  的標準差為 0.173，因此可得 

0.01t  的 %95  信賴下界為 14.411，亦即有 %95  的信心可以保證該產

品在正常使用 14.411 (千小時)，約略 1.6 年，會有 %1  的產品將無
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法達到應有的輸出水準。 

    由於從資料中的變異數共變數矩陣 (Variance-Covariance matrix) 

顯示 0β̂  及 1β̂  兩者之間的相關係數為 -0.2，在此一資料分析中，考

慮 t
10 ሻβ,ሺβ  先驗分布的相關係數為 0 或 -0.2。本章亦利用 DIC 

(Deviance information criterion) 評斷先驗分布的變異數放大十倍

對模型的優劣。假設先驗分布分別為 ሻΣ,ሻµ,BVNሺሺµ~ሻβ,ሺβ 22
t

ββ
t

10 10   
及 

βሻΓሺα,~η ，本章將針對表四(b)的四種方案中，分別探討貝氏估計 G
0.01t~  

及其可信下界 G
L0.01,t~ ，最後利用 DIC 作為模型選擇的依據。 

    由表五(b)的分析結果得知，當 0.2ሻβ,Corrሺβ 10   時，其 DIC 與

0ሻβ,Corrሺβ 10  的情形相仿，並且因為多一個參數反而增加了計算上的

麻煩。此外貝氏估計的 G
0.01t~  皆大於 411.14ˆ 0.01t ，因此，貝氏方法之下

對應產品的保證使用時間傾向樂觀。在圖五(b)所示，左圖為 

0ሻβ,Corrሺβ 10  及右圖為 0.2ሻβ,Corrሺβ 10   皆可得知，當先驗分布的平

均數不在原來估計值附近時，對 G
0.01t~  估計所產生的影響，亦可得知當 

0ሻβ,Corrሺβ 10  情況下， 0β  及 1β  不符合假設，彼此有交互作用。 

    本文使用 DIC 評估模型的優劣，由表五顯示在廣義伽瑪分布之假

設下， DIC 表現明顯優於伽瑪之假設下。若使用 AIC (Akaike 

information criterion) 評估模型的優劣，由表六亦顯示在廣義伽瑪

分布之假設下， AIC 表現明顯優於伽瑪之假設下。 
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第六章 結論 

    本文在此一隨機變數為廣義伽瑪分布之假設下，推論在正常使用情

形下，有 p%100  產品失效的時間，稱之為 p分位失效時間，記作 pt 。

除根據最大概似估計求出 pt  
的信賴下界，也應用貝氏方法求得 pt  

的

可信下界，藉此提供產品的保固期。 

    現行資訊有限之下，小樣本，最大概似估計不可行，況且在廣義伽

瑪分布之下，各種參數的估計並不穩定。反之，貝氏方法就合理模式參

數的先驗分布，根據資料加以調整，得到 pt  
的後驗分布。因此，本文

建議在小樣本及具有可行分布之下，採用貝氏分析的方法求得 pt  的可

信下界。 
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附錄 

表一， pt  
最大概似估計式的偏誤、標準差及均方誤差； pt  

信賴下界      

       與真值之距離及其覆蓋率 

(a) 樣本數 = 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0β  1β  λ ω  0.01t Model Bias Sd MSE D CP 

-2 3 

1 0.387 5 
GG 0.608 2.190 5.155 3.462 0.968

G -0.703 1.827 3.824 3.692 0.982

5.172 1 11 
GG 0.123 0.563 0.331 0.679 0.878

G 1.022 0.879 1.816 0.289 0.654

10 10.271 11 
GG 0.039 0.087 0.009 0.088 0.830

G 0.310 0.106 0.107 -0.152 0.092

-3 4 

1 3.999 4 
GG 0.122 0.552 0.319 0.683 0.918

G -1.883 0.490 3.786 2.623 1.000

4.231 1 28 
GG 0.393 1.756 3.233 2.113 0.882

G 2.030 2.989 13.038 2.344 0.800

4 14.510 18 
GG 0.107 0.306 0.105 0.342 0.870

G 0.814 0.419 0.839 -0.185 0.330

-4 5 

1 3.926 11 
GG 0.331 1.527 2.436 1.904 0.918

G -5.687 1.313 34.058 7.692 1.000

1.955 1 50 
GG 1.780 6.955 51.443 8.278 0.900

G -13.147 8.121 238.645 24.908 0.994

3 16.904 36 
GG 0.269 0.758 0.647 0.845 0.870

G 1.492 1.296 3.900 0.438 0.626
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表一續 

(b) 樣本數 = 10 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0β  1β  λ ω  0.01t Model Bias Sd MSE D CP 

-2 3 

1 0.387 5 
GG 0.247 1.469 2.216 2.223 0.970

G -0.809 1.300 2.341 2.903 0.994

5.172 1 11 
GG 0.051 0.371 0.140 0.541 0.928

G 0.988 0.636 1.380 -0.001 0.506

10 10.271 11 
GG 0.032 0.060 0.005 0.065 0.840

G 0.313 0.076 0.103 -0.191 0.006

-3 4 

1 3.999 4 
GG 0.071 0.376 0.146 0.515 0.932

G -1.955 0.354 3.948 2.504 1.000

4.231 1 28 
GG 0.162 1.154 1.355 1.682 0.928

G 1.896 2.127 8.109 1.399 0.760

4 14.510 18 
GG 0.084 0.212 0.052 0.257 0.882

G 0.830 0.312 0.785 -0.344 0.144

-4 5 

1 3.926 11 
GG 0.190 1.045 1.125 1.434 0.926

G -5.849 0.951 35.117 7.320 1.000

1.955 1 50 
GG 0.736 4.494 20.695 6.524 0.938

G -13.748 5.794 222.508 22.430 1.000

3 16.904 36 
GG 0.210 0.523 0.317 0.635 0.894

G 1.520 0.938 3.189 -0.042 0.484
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表二， 0ሻβ,Corrሺβ 10   之下 pt  
貝氏估計式的偏誤、標準差及均方誤差；             

     pt 可信下界與真值之距離及其覆蓋率 

(a) 樣本數 = 5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0β  1β  λ ω  0.01t  Model Bias Sd MSE D CP 

-2 3 

1 0.387 5 
GG 0.588 2.116 4.814 2.299 0.964 

G -0.573 1.872 3.825 2.658 0.980 

5.172 1 11 
GG 0.025 0.543 0.294 0.856 0.948 

G 1.011 0.878 1.792 0.300 0.650 

10 10.271 11 
GG -0.587 0.306 0.438 0.830 0.996 

G 0.308 0.106 0.106 -0.134 0.108 

-3 4 

1 3.999 4 
GG 0.106 0.522 0.283 0.695 0.932 

G -1.889 0.488 3.804 2.499 1.000 

4.231 1 28 
GG 0.103 1.690 2.861 2.614 0.946 

G 2.016 2.983 12.947 2.453 0.838 

4 14.510 18 
GG -0.003 0.292 0.085 0.496 0.958 

G 0.798 0.419 0.812 -0.132 0.380 

-4 5 

1 3.926 11 
GG 0.297 1.464 2.226 1.909 0.928 

G -5.692 1.308 34.112 7.314 1.000 

1.955 1 50 
GG 0.892 6.652 44.960 9.511 0.950 

G -12.986 8.178 235.391 23.485 0.994 

3 16.904 36 
GG 0.111 0.732 0.547 1.093 0.936 

G 1.442 1.288 3.736 0.437 0.640 
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表二續 

(b) 樣本數 = 10  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0β  1β  λ ω  0.01t Model Bias Sd MSE D CP 

-2 3 

1 0.387 5 
GG 0.276 1.461 2.207 1.775 0.952

G -0.732 1.322 2.279 2.262 0.982

5.172 1 11 
GG 0.000 0.364 0.132 0.625 0.962

G 0.980 0.636 1.364 -0.018 0.486

10 10.271 11 
GG -0.212 0.072 0.050 0.341 0.998

G 0.314 0.076 0.104 -0.192 0.006

-3 4 

1 3.999 4 
GG 0.070 0.370 0.141 0.510 0.944

G -1.955 0.353 3.947 2.407 1.000

4.231 1 28 
GG 0.009 1.139 1.294 1.926 0.962

G 1.862 2.123 7.961 1.380 0.774

4 14.510 18 
GG 0.030 0.206 0.043 0.320 0.942

G 0.826 0.312 0.780 -0.336 0.138

-4 5 

1 3.926 11 
GG 0.188 1.024 1.082 1.417 0.944

G -5.842 0.955 35.036 7.058 1.000

1.955 1 50 
GG 0.279 4.404 19.435 7.112 0.958

G -13.582 5.822 218.294 21.459 1.000

3 16.904 36 
GG 0.138 0.515 0.283 0.725 0.926

G 1.486 0.937 3.084 -0.105 0.454
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表三， 0.2ሻβ,Corrሺβ 10   之下 pt  
貝氏估計式的偏誤、標準差及均方誤   

      差； pt  
可信下界與真值之距離及其覆蓋率

 

(a) 樣本數 = 5  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0β  1β  λ ω  0.01t Model Bias Sd MSE D CP 

-2 3 

1 0.387 5 
GG 0.599 2.125 4.868 2.308 0.964

G -0.568 1.873 3.822 2.661 0.980

5.172 1 11 
GG 0.029 0.543 0.295 0.847 0.946

G 1.016 0.878 1.801 0.296 0.642

10 10.271 11 
GG -0.546 0.296 0.386 0.787 0.996

G 0.308 0.106 0.106 -0.134 0.110

-3 4 

1 3.999 4 
GG 0.105 0.528 0.290 0.692 0.934

G -1.887 0.488 3.798 2.498 1.000

4.231 1 28 
GG 0.118 1.690 2.865 2.589 0.948

G 2.027 2.983 12.990 2.460 0.838

4 14.510 18 
GG 0.006 0.292 0.085 0.486 0.958

G 0.797 0.419 0.811 -0.129 0.378

-4 5 

1 3.926 11 
GG 0.290 1.458 2.206 1.912 0.928

G -5.690 1.310 34.086 7.319 1.000

1.955 1 50 
GG 0.866 6.631 44.633 9.533 0.950

G -12.976 8.158 234.805 23.571 0.994

3 16.904 36 
GG 0.121 0.733 0.551 1.079 0.936

G 1.442 1.287 3.732 0.449 0.652



30 
 

表三續 

(b) 樣本數 = 10  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0β  1β  λ ω  0.01t Model Bias Sd MSE D CP 

-2 3 

1 0.387 5 
GG 0.284 1.466 2.225 1.773 0.952

G -0.730 1.322 2.277 2.261 0.982

5.172 1 11 
GG 0.000 0.364 0.132 0.625 0.964

G 0.981 0.637 1.367 -0.018 0.498

10 10.271 11 
GG -0.197 0.070 0.044 0.326 0.998

G 0.314 0.076 0.104 -0.192 0.006

-3 4 

1 3.999 4 
GG 0.071 0.368 0.140 0.507 0.932

G -1.955 0.353 3.945 2.408 1.000

4.231 1 28 
GG 0.016 1.135 1.285 1.917 0.964

G 1.865 2.125 7.983 1.386 0.778

4 14.510 18 
GG 0.033 0.206 0.044 0.316 0.940

G 0.827 0.312 0.780 -0.335 0.136

-4 5 

1 3.926 11 
GG 0.185 1.021 1.075 1.418 0.938

G -5.840 0.954 35.010 7.060 1.000

1.955 1 50 
GG 0.276 4.381 19.228 7.105 0.964

G -13.569 5.832 218.065 21.483 1.000

3 16.904 36 
GG 0.140 0.515 0.284 0.719 0.930

G 1.486 0.939 3.088 -0.101 0.448
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表四，自動調節加熱電纜資料貝氏分析中使用的先驗分布 

(a) 廣義伽瑪隨機過程 

 

 

(b) 伽瑪隨機過程 

 

Case Prior distribution 

I 
ሻ

0.1140

06.328
,01,4.211ሻBVNሺሺ‐13.3~ሻβ,ሺβ tt

10 








ሻ183.871Expሺ~λ ， 153ሻሺ10.374,1.~ω   

II 
ሻ

0.1140.170‐

0.170‐6.328
,01,4.211ሻBVNሺሺ‐13.3~ሻβ,ሺβ tt

10 








ሻ183.871Expሺ~λ ， 153ሻሺ10.374,1.~ω   

III 
ሻ

1.1400

063.282
,01,4.211ሻBVNሺሺ‐13.3~ሻβ,ሺβ tt

10 








ሻ18.387Expሺ~λ ， 528ሻሺ1.037,11.~ω   

IV 
ሻ

1.1401.699‐

1.699‐63.282
,01,4.211ሻBVNሺሺ‐13.3~ሻβ,ሺβ tt

10 








ሻ18.387Expሺ~λ ， 528ሻሺ1.037,11.~ω   

Case Prior distribution 

I 
ሻ

0.0850

00.047
,8,3.142ሻBVNሺሺ‐1.17~ሻβ,ሺβ tt

10 







  

099ሻሺ54.840,0.~η   

II 
ሻ

0.1140.170‐

0.170‐6.328
,01,4.211ሻBVNሺሺ‐13.3~ሻβ,ሺβ tt

10 







  

099ሻሺ54.840,0.~η   

III 
ሻ

1.1400

063.282
,01,4.211ሻBVNሺሺ‐13.3~ሻβ,ሺβ tt

10 







  

91ሻሺ5.484,0.9~η   

IV 
ሻ

1.1401.699‐

1.699‐63.282
,01,4.211ሻBVNሺሺ‐13.3~ሻβ,ሺβ tt

10 







  

91ሻሺ5.484,0.9~η   
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表五，自動調節加熱電纜資料貝氏分析 

(a) 廣義伽瑪隨機過程 

 

 

(b) 伽瑪隨機過程 

 

 

表六， pt  
最大概似估計、信賴下界( L0.01,t̂ )及 AIC 

 

Case GG
0.01t~  GG

L0.01,t~  DIC 

I 10.813 7.026 -303.434 

II 11.386 7.483 -303.613 

III 13.706 8.656 -309.693 

IV 14.204 9.002 -313.473 

Case G
0.01t~  G

L0.01,t~  DIC 

I 14.903 10.853 -193.805 

II 14.884 10.849 -193.776 

III 14.867 9.294 -192.000 

IV 15.113 9.409 -191.818 

Process 0.01t̂  L0.01,t̂  AIC 

Generalized gamma 11.943 11.490 -294.4 

Gamma 14.696 14.411 -191.4 
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圖一，隨時間衰變的產品品質特性 
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圖二，具形狀參數 λ  及 ω 的廣義伽瑪分布之機率密度函數 
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圖三，不同應力水準下產品品質特性隨時間衰變的過程 
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圖四，不同應力水準下產品品質特性單位時間增量之盒圖 



37 
 

圖五，對應不同的 0β   及 1β   之 pt  貝氏估計 

(a) 廣義伽瑪分布 

 

(b) 伽瑪分布 

 

                                                                           


